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Mathematical modeling of bicortical implantation 

in the distal mandible in cases of bone deficiency 

at the different prosthetic variants

Abstract: The purpose of this study was to identify the main conditions of use 

of small diameter single-stage implants in the lateral atrophic mandible by using 

mathematical modeling and finite element analysis. As a result of the study was 

determined the number and location of small diameter single-stage implants fixed 

bicortically depending on the density of cancellous bone in the distal mandible in 

cases of bone deficiency at the different prosthetic variants.

Keywords: mathematical modeling, finite-element method, bicortical implanta­

tion, lateral mandible, bone deficiency.
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11Українська медична стоматологічна академія”, 

стоматологічний факультет, Полтава

Математичне моделювання бікортикальної 

імплантації у боковому відділі нижньої щелепи 

за умови дефіциту кісткової тканини 

при різних варіантах протезування

Анотація: Метою даного дослідження стало визначення основних умов 

використання одноетапних імплантатів малого діаметру в бокових відділах
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нижньої щелепи за умови дефіциту кісткової тканини. В результаті дослідження 

було визначено оптимальну кількість, розташування бікортикально фіксованих 

імплантатів в залежності від щільності губчастої кістки при різних варіантах 

протезування.

Ключові слова: математичне моделювання, метод кінцевих елементів, 

бікортикальна імплантація, боковий відділ нижньої щелепи, дефіцит кісткової 

тканини.

До основних умов, що забезпечують хороші функціональні якості 

протезних конструкцій, фіксованих на імплантатах, слід віднести передачу та 

раціональний розподіл функціональних навантажень, що виникають в процесі 

жування, на опорні тканини, так як саме оптимальний розподіл функціональних 

навантажень сприяє збільшенню терміну функціонування протезів.

Для протезування пацієнтів з повною або частковою втратою зубів на 

нижній щелепі на сьогодні запропоновано велику кількість варіантів вико­

ристання ендоосальних імплантатів різних розмірів та різних схем їх 

розташування в залежності від клінічної ситуації. Деякі з цих підходів стали 

стандартом у незнімному протезуванні з використанням ендоосальних імп­

лантатів [1].

Але у повсякденній практиці лікарі-стоматологи часто стикаються зі 

значними морфофункціональними змінами в щелепно-лицевій системі, викли­

каними відсутністю зубів, або іншими патологічними процесами, які обмежують 

використання запропонованих рекомендацій.

До таких змін можна віднести атрофію бокових відділів нижньої щелепи, 

яка виражається у зменшенні товщини та висоти альвеолярної частини, а також 

відстані від альвеолярного гребеня до нижньощелепного каналу. Крім цього, 

часто в таких ситуаціях спостерігається зміна архітектоніки кісткової тканини 

внаслідок регіонарного (функціонального) або системного остеопорозу [2]. Такі 

умови значно утруднюють встановлення ендоосальних імплантатів стандартних 

розмірів і часто вимагають проведення додаткових втручань, спрямованих на 

збільшення об’єму кісткового масиву в ділянці атрофії (аугументація 

альвеолярного відростка шляхом НКР, пересадки кісткових блоків, дист- 

ракційного остеогенезу та ін.), таким чином, значно подовжуючи терміни 

лікування, роблять його більш травматичним та коштовним.
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Одним із способів вирішення проблеми в таких ситуаціях є використання 

бікортикально встановлених імплантатів малого діаметру в обхід нижнього 

альвеолярного нерва [2]. Проте на сьогодні важко знайти чітко аргументовані 

дані щодо оптимальної кількості імплантатів, розташування, а також необ­

хідності їх об’єднання з додатковими опорами, розташованими медіальніше 

ментального отвору, оскільки у цій ділянці нижньої щелепи часто спостері­

гаються сприятливі умови для встановлення дентальних імплантатів стан­

дартних розмірів і висока щільність кісткової тканини.

Метою даного дослідження стало обґрунтування використання різної 

кількості одноетапних імплантатів малого діаметру фіксованих бікортикально в 

дистальних відділах нижньої щелепи за умов дефіциту кісткової тканини при 

різних варіантах протезування шляхом математичного моделювання і 

порівняльного аналізу напружено-деформованого стану (НДС) елементів 

системи протез-імплантат-кістка (ПІК).

Для цього було проведено математичне моделювання і порівняльній 

аналіз НДС імплантатів та прилеглої кісткової тканини з різними варіантами 

кількості та розташування опорних елементів.

Матеріали і методи. Різноманіття геометричних форм і фізико-меха- 

нічних характеристик твердих тканин зубощелепних сегментів, а також прак­

тична неможливість визначення точних значень напружень в зонах можливих їх 

концентрацій, повністю виключають використання аналітичних методів 

теоретичної механіки і опору матеріалів і припускають найбільш доцільним 

проведення дослідження напружено-деформованого стану (НДС) опорних 

тканин незнімного протеза з використанням кінцево-елементного моделювання, 

яке досить широко використовується для вирішення різних біомеханічних задач 

в сучасній стоматології і знаходить в останній час все більш широке 

підтвердження в роботах як вітчизняних, так і зарубіжних авторів [3], [4], [5], [6], 

[7], [8], [9], [10].

Математичне моделювання виконувалося в середовищі \Л/іпсіо\л/5 на 

персональному комп'ютері з використанням широко відомого пакету моде­

лювання і кінцево-елементного аналізу МАЗТИАМ.

Аналіз даних моделей на основі кінцево-елементної процедури, перед­

бачає визначення переміщень кожного вузла кінцевого елементу по трьох 

координатних осях, нормальної і дотичної напруги, а також еквівалентного
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напруження (ЕН) по Хуберу-Мізесу, яка обчислюється за загальновідомою 

формулою:

<7*. = д / ° Д К  - ^ ) 2 + К  - ^ ) 2 + К  - ^ , ) 2+ 6 (г ;  + г ;  + г^ )] (1)

де: стх, ау, Стг -  нормальна напруга відповідно по осях х, у і г;

Тху, ту2, т2х -  дотична напруга, що діє відповідно в площинах ху, уг и їх.

В якості оціночного критерію при порівнянні напружено-деформованого 

стану щелепного сегменту із застосуванням незнімного протезу, виготовленого 

зі сплаву КХС, доцільним представляється приймати максимальні значення
шах

еквівалентних напружень ум як в самому імплантаті, так і в прилеглих до 

імплантату кортикальній та губчастій речовинах щелепної кістки, які виникають 

під час впливу на протез розрахункових значень функціональних навантажень.

Для реалізації поставленої мети була побудована твердотіла мате­

матична модель нижньої щелепи людини з повною відсутністю зубів і 

встановленим на неї протезом з опорою на гвинтові імплантати. Для спрощення 

аналізу напружено-деформованого стану була прийнята передумова про 

однорідність, як матеріалу імплантатів, так і кісткових тканин нижньої щелепи. 

Оскільки імплантат вкручується в кістку нижньої щелепи по різьбі, 

передбачається, що кістка та імплантат після остеоінтеграції з’єднані жорстко.

Розроблена для дослідження напружено-деформованого стану твердо­

тіла математична модель нижньої щелепи людини з повною відсутністю зубів 

містить основні структурні складові: кістка альвеолярної частини та тіла щелепи 

з нижньощелепним каналом, що включає як кортикальний шар, так і губчасту 

речовину, розміри яких, прийняті як деякі усереднені значення параметрів за 

даними комп’ютерної томографії.

Фізико-механічні характеристики структурних складових кінцевоелемент- 

ної моделі фрагмента нижньої щелепи приведені в табл. 1 за представленими в 

[5] і [8] значеннями.

За функціональні навантаження (що виникають в процесі пережовування 

харчової грудки) при створенні математичної моделі прийняті вертикальні і 

горизонтальні Рх і Ру складові навантаження, що прикладаються на рівні 

жувальної поверхні коронки протеза.
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Таблиця 1.

Фізико-механічні характеристики структурних складових

кінцево-елементної моделі системи ПІК

Материал Модуль пружності Е, 
МПа

Коефіцієнт
Пуассона

Межа міцно­
сті ов, МПа

Сплав КХС 2,2-Ю5 0,32 400
Титановий сплав 1,5-105 0,34 345

Кортикальний 
шар кістки 1,61-Ю4 0,25 45

Губчаста речовина
кістки
Р=1,0 7,5-103 0,45 15
Р=0,7 2,89-103 0,44 8
Р=0,4 1,73-103 0,44 6

Розрахункове значення вертикального навантаження прийняте за Rus 

[10] дорівнює верхній межі сили, що виникає під час пережовування твердої їжі в 

області другого премоляру, першого і другого молярів, і становить відповідно 

180 Н, 300 Н і 200 Н. Горизонтальні навантаження, згідно цього ж автора, 

складають 10% від вертикальних і відповідно становлять 18 Н, ЗО Н і 20 Н.

Згідно з результатами досліджень наведених в [11], губчаста кістка може 

належати до однієї з трьох груп, залежно від відносної щільності кісткової 

тканини, відповідно з р=1,0, р=0,7 або р=0,4, значення яких отримані як 

відношення дійсної щільності до базового значення щільності ро. Як базова, в 

цьому випадку, прийнята щільність губчастої кісті у здорового середньо- 

статистичного пацієнта.

Результати та їх обговорення. У першому варіанті розглядалась модель 

протезування на чотирьох внутрішньокісткових імплантатах встановлених 

бікортикально в ділянці бічних зубів в обхід нижньощелепного каналу з 

діаметром тіла 2,5 мм і довжиною внутрішньокісткової частини 12 мм, при 

відстані від гребеня альвеолярного відростка до каналу менше 8 мм з 

додатково встановленим імплантатом стандартного розміру (4 мм в діаметрі і 

12 мм довжини) попереду ментального отвору. При цьому крайні імплантати 

розташовувалися в зонах другого премоляру і другого моляра, а середні ін­

сталювалися в зоні першого моляра.
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Результати виконаних розрахунків для випадків локалізації функ­

ціонального навантаження з горизонтальною складовою в язиково-вести­

булярному напрямі на другому премолярі і двох молярах приведені в таблиці 2.

Таблиця 2.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксацією протеза 

чотирма бікортикально встановленими імплантатами, 

з додатковою опорою попереду ментального отвору

при різній локалізації функціонального навантаження

Локализація функционального 
навантаження

Розрахункові 
значення на- 
вантажень, 

Н

Максимальні еквівалентні напруження
шах

, МПа

Імплантат
Кортикальний

шар
Г убчаста 
речовина

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на другому 
премолярі

180 і 
18

153 35,8 6,16

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на першо­
му молярі

300 і 
ЗО

365 45,7 14,9

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на другому 
молярі

200 і 
20

295 44,9 11,6

Максимальне ЕН, що виникає в імплантаті, кортикальному і губчастому 

шарах щелепної кістки при фіксації протеза чотирма бікортикально вста­

новленими дентальними імплантатами при різній щільності губчастої кістки, 

представлена в таблиці 3.

З даних таблиць 2 і 3 видно, що при даній схемі розташування 

імплантатів, фіксованих бікортикально щільність губчастої речовини впливає на 

максимальні значення ЕН в кортикальному шарі кістки, які із зміною щільності 

губчастої речовини від р=1,0 до р=0,4, збільшуються на 14,2% і перевищують 

межу міцності. Крім цього, використання даної схеми імплантації можна вважати 

ризикованою, оскільки при максимальних значеннях навантаження ЕН в шийках 

імплантатів перевищують межу міцності на 5,7-8,1%.
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Таблиця 3.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксацією протеза 

чотирма бікортикально встановленими імплантатами з додатковою 

опорою попереду ментального отвору при різній щільності

губчастої кістки

Відносна щільність губчастої 
кістки

гпах

Максимальні еквівалентні напруження экв , МПа
Імплантат Кортикальний шар Губчаста речовина

Р=1,0 365 45,7 14,1
Р=0,7 374 50,4 6,99
Р=0,4 373 52,2 6,04

У другому варіанті розглядалась модель протезування на п’яти 

внутрішньокісткових імплантатах встановлених бікортикально в ділянці бічних 

зубів в обхід нижньощелепного каналу з діаметром тіла 2,5 мм і довжиною 

внутрішньокісткової частини 12 мм, при відстані від гребеня альвеолярного 

відростка до каналу менше 8 мм з додатково встановленим імплантатом 

стандартного розміру (4 мм в діаметрі і 12 мм довжини) попереду ментального 

отвору. При цьому один імплантат розташовувався в зоні другого премоляру і 

по два -  в зоні першого і другого молярів відповідно. Імплантати розташовані в 

зоні молярів розміщувались по типу чотирикутника.

Результати виконаних розрахунків для випадків локалізації функціо­

нального навантаження з горизонтальною складовою в язично-вестибулярному 

напрямі на другому премолярі і двох молярах приведені в табл. 4.

Таблиця 4.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксованим протезом 

на п’яти бікортикально встановлених імплантатах та додатковою опорою 

попереду ментального отвору при різній локалізації

функціонального навантаження

Локализація функционального 
навантаження

Розрахункові 
значення на- 
вантажень, 

Н

Максимальні еквівалентні напруження
шах

ажв  , МПа

Імплантат
Кортикальний

шар
Г убчаста 
речовина

Вертикальне і горизонтальне в 
язиково-вестибулярному напрямку 
навантаження, розподілене на

180 і 
18

144 43,7 11,6
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другому премолярі
Вертикальне і горизонтальне в 
язиково-вестибулярному напрямку 
навантаження, розподілене на 
першому молярі

300 і 
ЗО

317 44,2 14,5

Вертикальне і горизонтальне в 
язиково-вестибулярному напрямку 
навантаження, розподілене на 
другому молярі

200 і 
20

218 38,5 12,8

Максимальне ЕН, що виникає в імплантаті, кортикальному і губчастому 

шарах щелепної кістки при фіксації протеза на п’яти бікортикально 

встановлених дентальних імплантатах з додатковою опорою попереду 

ментального отвору при різній щільності губчастої кістки, представлена в 

таблиці 5.

З даних, представлених в таблицях 4 і 5 видно, що максимальні значення 

ЕН як імплантату, так і структурних елементів кісткової тканини не перевищують 

меж міцності і мало залежать від щільності губчастої речовини. Збільшення ЕН 

в кортикальному шарі кістки при зменшенні щільності губчастої речовини від 

р= 1,0 до р=0,4 становить 0,7%. Зважаючи на ці дані, таку схему дентальної 

імплантації можна вважати надійною з біомеханічної точки зору.

Таблиця 5.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксацією протеза 

на п’яти бікортикально встановлених імплантатах з додатковою опорою 

попереду ментального отвору при різній щільності губчастої кістки

Відносна щільність губчастої 
кістки

^_тах
Максимальні еквівалентні напруження жа , МПа

Імплантат Кортикальний шар Губчаста речовина
Р=1,0 317 44,2 14,5
Р=0,7 326 44,7 7,8
Р=0,4 326 44,9 5,8

На відміну від другого, у третьому варіанті розглядалась модель протезу­

вання лише на п’яти внутрішньокісткових імплантатах встановлених бікор­

тикально в ділянці бічних зубів з діаметром тіла 2,5 мм і довжиною 

внутрішньокісткової частини 12 мм, при відстані від гребеня альвеолярного 

відростка до нижньощелепного каналу менше 8 мм (без додаткової опори
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попереду ментального отвору). При цьому один імплантат розташовувався в 

зоні другого премоляру і по два -  в зоні першого і другого молярів відповідно. 

Імплантати розташовані в зоні молярів розміщувались по типу чотирикутника.

Результати виконаних розрахунків для випадків локалізації функ­

ціонального навантаження з горизонтальною складовою в язично-вестибу­

лярному напрямі на другому премолярі і двох молярах приведені в табл. 6.

Максимальне ЕН, що виникає в імплантаті, кортикальному і губчастому 

шарах щелепної кістки при фіксації протеза на п’яти бікортикально 

встановлених дентальних імплантатах без додаткової опори попереду 

ментального отвору при різній щільності губчастої кістки, представлено в 

табл. 7.
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Таблиця 6.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксованим 

протезом на п’яти бікортикально встановлених імплантатах 

при різній локалізації функціонального навантаження

Локализація функционального 
навантаження

Розрахункові 
значення на- 
вантажень, 

Н

Максимальні еквівалентні напруження
шах

ЭК6 , МПа

Імплантат
Кортикальний

шар
Г убчаста 
речовина

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на другому 
премолярі

180 і 
18

225 42,4 10,9

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на першо­
му молярі

300 і 
ЗО

336 44,8 14,8

Вертикальне і горизонтальне в язи­
ково-вестибулярному напрямку на­
вантаження, розподілене на другому 
молярі

200 і 
20

250 41,7 13,6

З даних, представлених в таблицях 6 і 7 видно, що максимальні значення 

ЕН як імплантату, так і структурних елементів кісткової тканини наблизились та 

незначно перевищують (на 0,7%) межі міцності і мало залежать від щільності 

губчастої речовини. Збільшення ЕН в кортикальному шарі кістки при зменшенні 

щільності губчастої речовини від р=1,0 до р=0,4 становить 1,1%. Зважаючи на
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вище сказане, дану схему дентальної імплантації можна вважати надійною з 

біомеханічної точки зору при високій та середній щільності губчастої речовини і 

ризикованою при її низькій щільності.

Таблиця 7.

Результати розрахунків ЕН щелепного фрагмента з фіксацією протеза 

на п’яти бікортикально встановлених імплантатах без додаткової опори
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попереду ментального отвору при різній щільності губчастої кістки

Відносна щільність губчастої 
кістки

^_шах
Максимальні еквівалентні напруження и Ш в і МПа
Імплантат Кортикальний шар Губчаста речовина

Р=1,0 336 44,8 14,8
Р=0,7 343 45,0 5,89
Р=0,4 344 45,3 6,04

Крім цього, порівнюючи дані ЕН щелепного фрагмента при розподіленні 

жувального навантаження на першому молярі двох останніх досліджень, видно, 

що при відсутності додаткової опори попереду ментального отвору значення 

збільшилось не суттєво на 1,3%.

Спираючись на результати проведених досліджень можна зробити 
наступні висновки:

1. При визначенні кількості імплантатів діаметром 2,5 мм і довжиною 
12 мм для бікортикального встановлення в бічному відділі нижньої щелепи за 
умов дефіциту кісткової тканини необхідно керуватися правилом імплантаційної 
ізотопії, згідно якого кількість встановлюваних імплантатів повинна дорівнювати 
сумарній кількості коренів зубів, що заміщаються.

2. При зменшенні кількості імплантатів щільність губчастої речовини стає 
вирішальним фактором біомеханічної стабільності.

3. При низькій щільності губчастої кістки (р=0,7 і менше) слід використову­
вати тільки бікортикальний спосіб фіксації імплантатів у бічному відділі нижньої 
щелепи.

4. Для більш рівномірного розподілу зусиль, що передаються від протеза 
через імплантати на кісткову тканину щелепи, імплантати в ділянці молярів 
повинні розташовуватись по чотирикутнику.

5. Використання додаткової опори медіальніше ментального отвору не 
суттєво впливає на значення ЕН в ділянці молярів.
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